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Àííîòàöèÿ: Â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå îöåíèâàòü îòíîñèòåëü-
íóþ ÷àñòîòó ïðåáûâàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â çàðàíåå çàäàííîì ìíîæåñòâå.
Èññëåäóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûå è ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

Â ýòîì äîêëàäå ñîîáùàåòñÿ î ðåçóëüòàòàõ èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ, îïóáëèêîâàííûõ â [1, 2], è ðàññìîòðåí ðÿä íîâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñî ñâîéñòâàìè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì.

Ïóñòü çàäàíà òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Σ, ht). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïîëíîì ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Σ çàäàíà îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ht ïðîñòðàíñòâà
Σ â ñåáÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî (t, σ) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ htσ|t=0 = σ. Äëÿ çà-
äàííîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rm ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (U,A, η), ãäå A � áîðåëåâñêàÿ
ñèãìà-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ U, η � ìåðà Ðàäîíà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå U. Ìåðîé Ðà-
äîíà ñ íîñèòåëåì U íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ η : A → R
ìíîæåñòâ A ∈ A.

Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(σ, x, u) ïåðåìåííûõ (σ, x, u) ∈ Σ × Rn × Rm. Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ =
∫

U
f(htσ, x, u)ηt(du), (7)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ
�29 ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ¿.
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ïîðîæäåííóþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ, ht) è ôóíêöèåé f.

Äîïóñòèìûì ïðîöåññîì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïðè êàæäîì σ ∈ Σ íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíê-
öèÿ t → (

ϕ(t, σ), ηt

)
òàêàÿ, ÷òî óïðàâëåíèå t → ηt ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ìåðîçíà÷íîé

ôóíêöèåé ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ðàäîíà ñ íîñèòåëåì U, ôóíêöèÿ
t → ϕ(t, σ) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (7).

Ïî ôóíêöèè f è ìíîæåñòâó U ïîñòðîèì äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (htσ, x), F (σ, x) = co{y ∈ Rn : y = f(σ, x, u), u ∈ U}, (8)

ãäå co G � çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà G.

Äëÿ êàæäîãî X ∈ comp (Rn) è ìîìåíòà âðåìåíè t > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç A(t, σ,X) ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (7) â ìîìåíò t èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ A : R×Ω → comp(Rn) ïåðåìåííûõ (t, ω), ãäå ω = (σ,X), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

A(t, ω)
∣∣
t=0

= X, A(t + s, ω) = A
(
t, hsσ,A(s, ω)

)
, t, s ∈ R+. (9)

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà X0 ∈ comp(Rn) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

α(ϑ, ω) .= {t ∈ [0, ϑ] : A(t, ω) ⊆ A(t, ω0)}, ω0 = (σ,X0).

Õàðàêòåðèñòèêó freq(ω) .= lim
ϑ→∞

mesα(ϑ, ω)
ϑ

áóäåì íàçûâàòü îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùå-
íèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè A(t, ω) ñèñòåìû (7) çàäàííûì ìíîæåñòâîì A(t, ω0). Åñëè óêàçàí-
íûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè freq∗(ω) è freq∗(ω) � âåðõíÿÿ è
íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè A(t, ω) ñèñòåìû (7) ìíî-
æåñòâîì A(t, ω0). Îáîçíà÷èì

A(σ) .=
{
(t, x) ∈ R+ × Rn : x ∈ A(t, ω0)

}
, ω0 = (σ,X0),

Ar(σ) .=
{
(t, x) ∈ R+ × Rn : ρRn

(
x,A(t, ω0)

)
6 r(t, σ)

}
, Br(σ) .= Ar(σ) \ A(σ),

ãäå r(t, σ) � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ (t, σ) ∈ R+ × Σ.

Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ V (t, σ, x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà â îáëàñòè Ar(σ), åñëè îíà ëî-
êàëüíî ëèïøèöåâà ïî (t, x) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî σ íà Σ è äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ âûïîëíåíû
óñëîâèÿ: V (t, σ, x) 6 0 ïðè âñåõ (t, x) ∈ A(σ), V (t, σ, x) > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Br(σ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V o(t, σ, x; q) îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè V (t, σ, x) â òî÷êå (t, x) ïî
íàïðàâëåíèþ âåêòîðà (1, q) ∈ R × Rn, ÷åðåç V o

max(t, σ, x) .= maxq∈F (htσ,x)V
o(t, σ, x; q) � âåðõíþþ

ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè V â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (8).
Ò å î ð å ì à 1. Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâà X0, X ∈ comp(Rn), X ⊆ X0, ôóíêöèþ A(t, ω0), ãäå ω0 =

= (σ,X0), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (9) è ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè A(t, ω) ñèñòåìû (7),
ω = (σ,X). Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè V (t, σ, x) è w(σ, z) ïåðåìåííûõ
(t, σ, x) ∈ R+ × Σ× Rn è (σ, z) ∈ Σ× R òàêèå, ÷òî:

1. Äëÿ êàæäîãî σ âåðõíåå ðåøåíèå z∗(t, σ) çàäà÷è

ż = w(htσ, z), z(0) = 0, t > 0,

îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0.

2. Äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ V (t, σ, x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà
â îáëàñòè A1+r(σ), ãäå r = r(t, σ) .= max{z∗(t, σ), 0}, è ïðè âñåõ (t, x) ∈ A1+r(σ) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî V o

max(t, σ, x) 6 w
(
htσ, V (t, σ, x)

)
.
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Òîãäà ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè A(t, ω) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ t > 0, è äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà freq∗(ω) > κ∗(σ), freq∗(ω) > κ∗(σ), ãäå

κ∗(σ) .= limϑ→∞
mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}

ϑ
, κ∗(σ) .= limϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

.

Òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî A(σ) ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâà-
ðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (7). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ X0

íàéäåòñÿ òàêîå ðåøåíèå ϕ(t, σ) âêëþ÷åíèÿ (8), ÷òî ϕ(t, σ) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ϕ(0, σ) =
= x0 è âåðõíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ äàííîãî ðåøåíèÿ â ìíîæåñòâî A(t, ω0) ðàâíà
åäèíèöå.
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Abstract: In the terms of Lyapunov functions we obtain the conditions that allow to estimate the relative
frequency of occurrence of the attainable set of a controllable system in a given set. We investigate the
statistically invariant and statistically weak invariant sets with respect to controllable system.
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